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Capitolul |
ALGEBRA

In cele ce urmeaza vom trece in revista citeva notiuni si proprietati care sunt mai
putin prezente in manualele scolare, dar care sunt foarte folositoare pentru solu-
tionarea unor probleme de concurs. Pentru detalii si demonstratii se poate consulta
lucrarea [4].

Fie 4e M (C).

1.1. Definitie. Un numar A e C se numeste valoare proprie a matricei 4, daca
existd un vector nenul X e M | (C) (o matrice coloana) astfel incat 4X =3A.X.

Un astfel de vector X' se numeste vector propriu al matricei 4 corespunzator va-
lorii proprii 4.

1.2. Observatii:

1) O relatie de forma AX =3X, X=#O unde Ae,\/l”((C), heC st

n.lo
XeM, (C) , se numeste relatie de tip valoare proprie — vector propriu.

2) Daca X,,.X, sunt doi vectori proprii ai lui 4 corespunzatori aceleiasi valori
proprii A, atunci pentru orice ¢, a, € C, vectorul X =g X, +a,X, este un vector
propriu al lui A.

3) Multimea tuturor valorilor proprii ale matricei 4 se numeste spectrul matricei
A sise noteaza cu Spec'(/!) .

1.3. Propozitie. Daca Aex\/l”((C), heC este o valoare proprie a lui 4, iar
XNeM, | (C) este un vector propriu corespunzitor, atunci:

a) Pentru orice & €N, numarul L' este o valoare proprie a matricei 4", iar X
este un vector propriu al lui 4" .

b) Pentru orice polinom f e C[X] numarul f(A) este o valoare proprie a matricei
f(A), iar X este un vector propriu al lui f(A4).

¢) Dacd A4 este inversabila, atunci A =0 (o matrice inversabila nu are valoarea

. . 1 . . .
proprie 0) si numarul Y este o valoare proprie a matricei 4 ', iar .Y este un vector
propriu al lui 4.

1.4. Observatii.

a) Pentru k € N", singurele valori proprii ale matricei 4" sunt de forma A", unde
A este o valoare proprie a lul 4.
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b) Singurele valori propriilale matricei inverse 4~ sunt de forma —, unde A este

o valoare proprie a lni 4.

¢) Daca /e C[X], atunci singurele valori proprii ale matricei /(4) sunt de forma
f(}\) ,unde 2 este o valoare proprie a lui 4.

d) In general, multimea vectorilor proprii ai matricei 4" sau ai lui f(A) include

strict multimea vectorilor proprii ai matricei A.

1.5. Teoremd. Up numir A € C este o valoare proprie a matricei 4 M (C), daca

si numai daca det(A—17, )=0.

1.6. Definitie. Matricea (A - M”) e M, (C) % e, se numeste matricea caracte-
ristica a matricei 4.
Polinomul p,eC[X], p, = det(A -X-1 j) s¢ numeste polinomul caracteristic al
matricei A.
Ecuatia polinomiala p,(x) =0 se numeste ecuatia caracteristici a matricei 4.

1.7. Teorema Cayley-Hamilton. p  (A4)=0,, adici orice matrice din M, (C)

7.2

este 0 radicind a polinomului séu caracteristic.

1.8. Propozitie. Daca 4 < M (C). atunci
p,=(-D"(X"-c X"+, X7 - +(-)""c, X +(-1)c,),
unde &, este suma tuturor minorilor diagonali de ordin £ ai matricei 4 (un minor dia-

gonal este format cu linii 1 coloane de aceiasi indici).

1.9. Observatii.
a) Notam cu A4, 4,,.... 4, € C valorile proprii ale matricei 4 M (C).
Dintre coeficientit polinomului sdu caracteristic, remarcam:

not

H
c, = Zaﬁ =tr(A)="%x, +&, +...+A,, numit urma matricei 4
i=1

_ i G| _ _
0= 2, = 2 (aa,—aa,)= 3 0
I<i<j<n aji ajj I<i<j<n I<i<j<n
si o, =det(A)=n, Ay ..o, .

In cazul in care n =3, o, este chiar urma matricei adjuncte A" .

b) Pentru n =2, relatia Cayley—Hamilton devine 4> — tr(A4) A+det(A4)-1, =0

£
£

lar pentru n =3, A3 ftr(A)-Az +tr(A$)~Afdet(A)'[3 =0;.
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1.10.-Propozitie. Dacid 4.5 < M (C), atunci polinoamele caracteristice ale ma-
tricelor 4-B si B- 4 coincid, adicd det{4-B-X -1 }=det(B-A-X - 1,).
In particular, det(A4-8—1,)=det(B-A-1).

1.11. Propozitie. Pentru neN, n=2 si ¢, a5,...,a, €C, numarul

2 n—1
I a a .. g
2 n—1
1 a, a .. &
= 2 n-1
V(al,aZ,...,aH)— 1 a, a ... a
2 n—1
1 a, a .. 4

se numeste determinant Vandermonde $i este egal cu

H((a: Val)'(a,' _Uz)'...-(uj —a,-_l))'

2<izn

1.12. Propozitie. Dacd A4, B e M,(T), atunci
det(4 + B)+det( A~ B)=2(det(A)+det(B)).

1.13. Propozitie. Dacd 4, B M (C) cu 4B = BA, atunci det(A2 +B? ) >0.

1.14. Teorema. Dacd 4e M, | (C) st Be M, | (C), atunci
rang(A4-B)< min(rang(A),rang(B)) .

1.15. Teoremi. Dacd 4, Be M (C). atunci

mn

rang(A + B) <rang A4 +rang B.

1.16. Teorema (Sylvester). Dacdi 4e M, (C) st Be M, (C) , atunci are loc
inegalitatea:
rang(A ‘ B) = rang(A) + rang(B) -n.

1.17. Teorema (Frobenius). Daci A M, (C), Be M (C)si Ce M., (C),

G,
atunci

rang(A4-C-B)+rang(C) = rang(4-C)+ rang(C- B).

1.18. Propozitie. Dacd A< M, (C) are rang(.4)=1. atunci existd a € C astfel

incat 4° =q-A.

Teme Supliment Gazeta Matematica. Clasa a Xl-a ' 9



1.19;Obseryatie. Fie K < {Q, R; (C} st Ae M, (K) . Exista polinoame nenule din

K[X] care au radicina A4, de exemplu p,.

1.20. Propozitie. Fie K € {Q R, C} si f* un polinom de grad minim printre poli-
noamele nenule din K[X] care au radacina A. Pentru orice g € K[X] care are rada-

cina A4, existd g € K[X] astfel incat g= f-¢, adica f divide g in K[X].

1.21. Observatie. Fie f=a, X’ va, X' +...+a X +a,, a,#0, polinomul din

enuntul propozitiei 1.20. Polinomul «,'f are de asemenea radacina 4, este monic
(are coeflicientul dominant egal cu 1) si are tot gradul o .
Daca f, si f, sunt doua polinoame monice de grad d din K[X] care au radicina

A4, atunci f, = f,. Intr-adevar, din 1.20. rezultd ca f si f, se divid reciproc in

K[X] si fiind monice, obtinem ca f, = f..

1.22. Definitie. Fie K € {Q, R, C} si 4e M, (K). Polinomul monic m, < K[X]

de grad minim care are radacina 4 se numeste polinomul minimal al lui 4.

1 ¢ 0O
1.23. Exemplu. Fie 4e M,(R), A=]0 2 0|
0 0 2
Polinomul caracteristic al lui 4 este:
1-X 0 0
p,=det(A-X-I)= 0 2-X 0 [=—(X-1)(x-2),

0 0 2-X
Divizorii lui p, sunt L X —1L X =2, X2 =3X +2, X7 —4x +4,(X -1)(X -2)".
Polinomul m , este polinomul de grad minim care are ridacina 4 , dintre divizori

lui p,. Prin calcul, deducem cd m, = (X ~1)(.X¥ =2)=X"-3X +2.

1.24. Propozitie. Fie K e{Q,R,C} si Ae M, (K). Awnci m, divide p, in

K[X], adicd polinomul minimal este un divizor al polinomului caracteristic.

1.25. Definitie. Fie K € {Q, R, (C} , fe K[X] un polinom de grad ke N".

Spunem ca f'¢ reductibil peste K , daca existd g,/ e K[X] astfel incat f=g-h,
cu grad(g)<k si grad(h)<k. In caz contrar, spunem ca f este un polinom ireduc-
tibil peste K .
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1.26.-Obseryatie. Polinoamele ireductibile peste C sunt cele de gradul 1, iar peste
Ecelede gradul Isi cele de gradul 2 fara radacini reale.

1.27. Observatie. Polinomul minimal al unei matrice nu este obligatoriu ireduc-
tibil, dupa cum rezulta din exemplul 1.23.

1.28. Teorema (Frobenius). Fic K € {@ R, C} un corp de numere si A€M, ([&)

Polinoamele p, si m, admit aceiasi divizori ireductibili peste K .

Enunturi

1.1. Fie »n un numar par, n > 2. Ardtati c¢d in multimea S;, a permutarilor multimii
1,2, ..., 3n} exista elemente de ordin 1w’ — n (ordinul unei permutari o este cel mai
mic numar & > 0, pentru care G o G o ... o ¢ = permutarea identica, unde compunerea
se [ace de & ori).
Leonard Giugiuc, Turnu Severin (S:L13.25)

1.2. Fie P multimea matricelor de ordin n care au pe fiecare linie si pe fiecare coloana
un singur element egal cu 1, iar celelalte sunt egale cu 0.

a) Demonstrati cd exista o functie bijectivd ¢:S, — P, unde S, este multimea
permutérilor de ordin #.

b) Demonstrati cd AB € P, pentruorice 4, B € P.

¢) Aritati ci orice matrice 4 € P este inversabilasi 4 ' € P.

d) Calculati § =" (det(4))
=P

Marius Perianu, Slatina (S:1.15.341)
1.3. Fie n € N, n > 2. Determinati ¢ € S, astfel incat pentru orice k € {2, 3, ... n} sa
A=l
| k—1

avem
;G(i)@(i+1) k

Dana Heuberger (4, SGM 3/2012)
1.4. Calculati maximul expresiei Y _|o (k)&

=

, unde o parcurge S,, multimea permu-

tarilor cu # elemente.
#  (8, SGM 4/2012)
1.5. Pentru g € 5, considerim suma S, =|1-o(1)|+|2-c(2)|+...+|2n—c(2n)|.

a) Calculati S_.unde me§,, este permutarea care are numarul maxim de inversiuni.
b) Calculati M =maxs$§, .

5esa,

card
S. =M}, calculati L(Al
Card(SZH)

Radu Vasile, Braila (S:1.15.263)

¢)Daca A ={c€eS,,
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n—=rn” k=1 T(k)
Fduard Buzdugan, Slatina (S:1.15.343)

. . . 1 " /‘
1:6. Se.considera permutarile o, ve$, < Calculati lim Z& .

_ R 10 30 | x 60 .
1.7.Fie A, B € M(C) astfel incat AB = 40 sl Bd= 5 . Aflati x st y.
¥

Petricd Dicu, Sibiu (3, SGM 12/2012)
X . (-1 1
1.8. Determinati doua matrice 4 si 8 din M(Z), pentru care 4™ + B° —[ 0 2] .
(S:L.16.61)
1.9. Aratati ca, date fiind numerele reale a, b, cu a > 0, existd o infinitate de matrice

. 5 a b
A, B e M,(R) astfel incat 4° + B™ = (/ ] ,
b a

Rica Zamfir, Bucuresti (S:L16.182)

. D)
1.10. Fie 4 :(

S0 20) . Aratafi ca pentru orice numdr natural » > 2 existd doud ma-

trice X, ¥, cu coeficienti in Q, astfel incat 4" = Xﬁ + Yf’.

Adrian Zanoschi, lasi (S:1.16.148)
1.11. Determinati matricele X de ordin 2, cu elemente reale, pentru care:

1 -1 11
X X = .
-1 1 1 m

Discutati raspunsul dupa valorile parametrului real m.
Dan Negulescu, Briila (8, SGM 9/2012)

, (1 0
1.12. Determinati matricele X € M,(R) cu proprietatea ca X~ _(d 2}, unde

d = det(X).
Georgeta Burtea, Alexandria (S:L15.103)
2
1.13. Determinati matricele X € M-(Z) cu proprietatea cd X" + X = [3 2], unde
u=tr(X).
Georgeta Burtea, Alexandria (S:L15.101)
1.14. Determinati matricele A € M(IN) care verifica relatia A° -84+ 7/, =0, .
Aurel Dobosan, Lugoj (S:L.15.305)

1 0 0 | 0 0
1.15. Fie matricele 4. ={x 1 O], cux e €, i B={ 20 1 0. Rezolvati in
x x 1 210 20 1

multimea C ecuatia 4.' =B .
Tuliana Chilom si Silvia Bumbu, Bistrita (S:LL15.186)
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0. a a
1.16.Fica ¢ R§i A=[a 0 a[. Determinati 4" cun € N,

a a 0
Aurel Dobosan, Lugoj (S:1.16.26)
1 1 0
1.17. Determinati matricea 4", unde 4={1 0 1 |sine N
0 1 1
Petre Ndachila si Mihai Vasile (S:L13.308)
V3 0 1)

1.Li8.Fie 4= 0 0 0 |. Calculati limLﬂ, unde p, reprezintd produsul ele-

.40
-1 0 3

mentelor nenule ale matricei 4"
Mirela Danild, Constanta (S:L.16.105)
-1 1 ]

1.19. Fie A= 1 -1 1 |.Calculat:
1 -l
a)yA" ne N’

N> 7]

.. K .
b) limn" [] — cosL] , unde s, este suma elementelor matricei 4"

Narcis Gabriel Turcu, Braila (S:L15.266)

1.20. Fie sirul de numere reale (x,) . cu proprietatea x,, +x _, =x,, . oricare ar fi
T+, 0 0
n ke N, cunz>k Calculati 4", unde A= 2 1+ x5 0
3 4 I+ x

2016

Carmen Botea s1 Viorel Botea, Briila (S:L15.261)
1.21. Gasiti doud matrice 4, B € My(C) astfel inct 4B A+ BA*B =2(AB) si AB # BA.
Florin Stanescu, Gaesti (S:1.15.146)
1.22. Daca 4, B € M5(C) sunt doud matrice astfel incat AB’A+ BA’B=2(AB) si
tr(AB) # 0, aratati ca AB = BA.
Florin Stanescu, Gaesti (S:L15.147)
1.23. Fie A4 si B doua matrice patratice de ordin # € N, n > 2, cu proprietatea ca exista
o e R*, astfel incat o - AB + A + B=0,. Aratati ca AB = BA.
Ciprian Calin, Resita (S:1.14.345)
1.24. Existd matrice 4 € M,(R) cu proprietatea ca 4" # O, pentru orice k =1,2014 Si
AZ(HS — O” r)

* % % (S:L15.21)
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1.25.-Fie ¢ o radacina-cubicd nereala a unitatii. Determinati matricele 4 € M, (R) care

verificd relatia A+ ed+ 82/,, =0,.
Silviu Dilimot Nita, Bucuresti (S:L.16.21)
1.26. Fie o tabla cu patratele # x n (n > 2) colorate fiecare cu una dintre culorile alb
sau negru. Patratelele negre sunt pe diagonald, iar restul sunt albe. O mutare consta in
schimbarea culorilor de pe o linie sau coloana. Este posibil ca dupd un numar de mu-
tari sa obtinem doud linii cu aceeasi culoare?
*x (5, SGM 10/2011)
1.27. Ardtati ca daca matricele 4, B € M, (C) verifica relatia AB = 34 — 2B, atunci

A s1 B comuta,
Aurel Dobosan, Lugoj (S:1.16.27)
1.28. Fie 4 si B douad matrice patratice de ordinul 2013, cu elemente complexe si pen-

2013

tru care existd numerele complexe diferite 71, f-, ..., fu4 cu proprietatea (1,4 + B)™" 7 =

= Onyz pentru orice n=1,2014 . Demonstrati ca A = B = 04,
Caralin Gherghe, Bucuresti (S:L13.110)
1.29. Fie 4 ¢ M, (C), n = 2. Presupunem cé existd numerele complexe a. b i k natural

nenul, k € N*, astfel incat (4 — a[”)A = (4™ - b/,])/“ = 0,. Care este relatia intre numere-
le asih?
Petru Todor. Sebes (S:1.13.62)
1.30. Fie 4, B ¢ M (C) cu AB — BA = A. Aratati ca A"B— BA" =nA", pentru orice
numar natural 7 > 2.
*AEE(S:1L16.63)
1.31. Fic 4, B € M, (IR) astfel incit A — B = 2(AB — BA). Aratati ca (4B — BAY = O,
Nicolae Bourbdcuf, Sarmizegetusa (S:L.13.145)
1.32. Fie matricea B € M,(R) si scrierea ei unicd B =S5 + A4, unde § € M-(R) este

simetrica, iar 4 € M>(IR) este antisimetricd. Presupunem ca S s 4 sunt matrice orto-

gonale.
a) Ardtati ¢ daci tr(B) = 0, atunci B° = 0,.
b) Determinati matricele B pentru care tr(58) = 0.
Benedict G. Niculescu, Bucuresti (S:1.15.30)
1.33. Fie A o matrice de ordin n > 3, n € N, ce are elementele numere reale, cu propri-

etatile: elementele fiecarei linii sunt in progresie aritmetica cu ratia r; elementele fieca-
rei coloane sunt in progresie geometrica cu ratia ¢. Alegem » elemente din matricea A4
astfel incét sa nu avem doud elemente de pe aceeasi linie si nici doua elemente de pe
aceeasi coloana. Aratati ca, indiferent de alegere, suma acestor n elemente este con-
stantd. Ramane suma constantd dacd elementele ficcarei lini sunt in progresie arit-
metica st elementele fiecarei coloane sunt in progresie aritmetica?

Carmen Botea $1 Viorel Botea, Braila (S:1.14.222)
1.34. Fie un tabel cu trei linii si trei coloane. In fiecare casutd scriem un numar natural
asa incat suma numerelor de pe fiecare linie, fiecare coloana si fiecare diagonala sa fie
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aceeasl,-S. Notam cu meelementul affat 1a intersectia celei de-a doua linii cu cea de-a

doua coloana.- Demonstrati cd S =3n.
* k% (S:L14.227)

1.35. Fie 4 € M,(R), n > 2, cu suma elementelor de pe fiecare linie egala cu —1. Pre-
cizati suma elementelor de pe linia # a matricei 4% + 4°°%.

Carmen Botea si Viorel Botea, Briila (S:1L14.223)
1.36. Fie 4 € M,(C) o matrice cu proprietatea ca suma elementelor de pe fiecare linie

este egald cu 3. Aflati suma elementelor matricei B= 4+ A* +...+ 47"
Carmen Botea si Viorel Botea, Braila (S:L15.262)

471 600
j, tr(4) = 9,

1.37. Determinati matricea 4 € M,(R) pentru care A’ :[75 06

tr(4”) = 69.
Daniela Haret, Briila (S:1.13.344)

1
1.38. Aritati cd ecuatia X" = (O
a

j, unde a € R, a <0, n € N, n par, nu admite so-

lutii reale.
Geanina Dumitragcu, Briila (S:L13.346)
1.39. Fie 4 si B doua matrice patrate de ordin 2 cu elemente reale, astfel incat:
A*+ B*+24B = O, si det 4 = det B.
Calculati det(4* — B%).
Traian Tamiian, Carei (S:1.14.303)
1.40. Aratati c& dacd matricele patrate de ordinul 2, 4 si X verificd 4X + X4 = X, iar

tr X' = 0, atunci matricele (X4)*, (4X)” sunt multiple ale matricei unitate.
** % (8:L14.305)

1.41. Se considera matricea 4 € M>(R). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
YA =0,
2) Existd n € N" astfel incat (4 - 47" = O,.
Ovidiu Buicd, Ciacova (S:1.16.143)
1.42. Rezolvati in M,(R) ecuatia X” = 4, unde A4 este o matrice dati cu det(4) = 1.
Viviana Ene, Constanta (S:1.16.107)
1.43. Care este probabilitatea ca, alegand la intdmplare o matrice 3 x 3, cu elemente

din multimea {0, 1, 2}, determinantul ei sd fie un numéar impar si urma s fic egala cu 0?
*E ok (S:114.304)

1.44. Daca 4, B € M (R), astfel incat AB + BA = O, si det(4 — B) = 0, aritati ci:
det(4” + B =0.
** % (1, SGM 10/2011)
1.45. Fien e N’ sid, B, C, D e M,R), care comutd doud cite doud, astfel incat
A+B+ C+ D=0, Aratati ci:
det(BC - AD)-det(CA—BD)-det(AB—-CD)>0.
Nicolae Musuroia, Baia Mare (S:1.15.222)
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1.46. Consideram matricele A4 e Mz (C), B € M>;(C) astfel incat B4 nu este matri-

cea nula si exista k£ > 2 astfel incat (4B)" = Os. Care sunt numerele naturale nenule »
pentru care ecuatia X" = B4 are solutii X € M,(C)?
Petru Todor, Sebes (S:1.13.61)
1.47. Fie 4, B ¢ M(IR) care comuti. Daci det(4” — B”) > 0, det(4) > 0 si det(B) > 0,
+ : > 2 :
det(A+B) det(4—-B) det(A)+det(B)
George-Florin Serban, Braila (S:1.15.26)
1.48. Aratati ¢d nu existd matricele de ordin doi cu elemente reale A si B care indepli-
nesc simultan conditiile A° + B* + 248 =0, si det(4” — B) < 0.
Traian Tamiian, Carei (S:L.15.62)
1.49. Demonstrati c¢a dacd 4, B sunt matrice pétratice care comutd si care au elemente
numere naturale, atunci det(4* + B°) nu poate lua valoarea 2012.
EE (6, SGM 11/2012)
1.50. Aritati, folosind eventual o descompunere algebricd cunoscutd, ca daca pentru do-
ud matrice patratice 4, B care comutd, cu elemente numere intregi, avem dct(A} + B3) =
= p, cu p numar prim, atunci det(4 + B) nu poate {1 decat | sau p.
** % (5, SGM 1/2012)

ardtati ca

1.51. Consideram matricele 4, B € My(R) six, v € K.
a) Demonstrati ¢i det(x4 + yB)=ax’ + by’ +cxy, unde a = det(4), b = det(B) si
c =det(4 + B) — det(4) — det(B).
b) Dacd matricele A si B au det(B) > det(4) 2 0 si dacd det(4 + B) = 3det(4) +
+ det(B), ardtati cd det(x4 + yB) 20,V x,y € R.
Traian lanculescu, Zimnicea (S:L.15.102)
1.52. Fie n € N'. Daca matricele 4, B, C € M,(R) comuti oricare doud, avem intot-
deauna det(4” + B*+ " —AB — BC — CA4) > 0.
G. Rene, Bucuresti (S:1.16.30)
1.53. Fie 4, B, C € M,(R) astfel incit 4° + B> + C" = AB + BC + CA. Demonstrati cd
(A + B>+ C —BA~CB—ACY = O..
Daniel Jinga, Pitesti (S:L14.267)
1.54. Fie 4, B € M,(R) astfel incit 4B = BA si det(54° — 64B + 5B) = 0. Demonstrati
cd det 4 =det B.
Adriana Moraru, Pitesti (S:1.14.268)
1.55. Fie A. B € M>(R) astfel incat det(-24 + B) = det(24 + B) = 0. Calculati
4det(A4) + det(B).
Daniel Sitaru, Drobeta-Turnu Severin (S:1.16.186)
1.56. Fie 4, B, C € M,(C). Daca egalitatea det(4 + mB + m(C) = det(B + mA + m(C)

are loc pentru n + 1 valori distincte ale lui m € C, ardtati ca det(A) = det(B).
# % % (G:115.188)
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